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1 INTEGRALRECHNUNG

1 Integralrechnung

1.1 Grundrechenregeln Integrale

o [ f(x)dz=0

o ) f@)de =~ [ f(2)de

o [V f(z)de = [C f(x)dx + [° f(x)dz, a<c<b

o [V f(x)+g(@)de= [’ f(z)de+ [’ g(z)dx

o | [) f(x)da] < ) 1f(x)|de

o [Vf(x)de < [Pg(zx)de falls  f(z) < g(x),x € [a, ]
1.2 Stammfunktion

e F ist eine Stammfunktion zu f, wenn gilt: F'(z) = f(z)

e Menge aller Stammfunktionen: [ f(z)dz = Fi(z) +¢, c€R

e [V f(x)dx = F(a) — F(b)

1.2.1 Grundintegrale

o [ dz__ — tanhz +¢, z € R

cosh? z

o [ dr_ — cotha +¢, © # 0

sinh? =

o [U =tanz+c, x#(2k+1)3, kEZ

cos2 x

de  — _cotw +c¢, x #km, ke Z

sin? x

d: .
o | A2 = arcsing + ¢ = —arccosz + ¢, x € (~1,1)

de
o [ 5% = arctanz +cx, € R

dx _ :
° fm—arsmhx—&—c, zeR

. f\/;;;_l:arcoshx—ﬁ—c, x € (1,00)

o [ \/;121771 = —arcosh(—z) + ¢, € (—o0,—1)

o [ %, =artanhz +c, z € (—1,1)

1.3 Differentiation von Integralen mit variablen Grenzen
o (1% $0)dt) = Fhi@) W) = Fg(@) - o (@)

g

1.4 Partielle Integration
o [u(z) v (z)dr =u(z) v(z)— [u(x) v(z)ds

J.H. Fachschaft Bauingenieurwesen
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1.5 Integration durch Substitution
1.5.1 Die erste Substitutionsregel

o [f(9(@)) g (@)dx = [ f(z)dz = F(2) + c = F(g()) +
o [ Flg(@) - g'(x)dx = [ f(z)dz = F(g(b)) — F(g(a))

1.5.2 Die zweite Substitutionsregel
o [f@)dw = [ flg(w)) g'(u)du=H(u)+c=H(g ' (z)) +c
[ —

h(u)
o [} floyde = [2.0) flg(u)) - g (w)du = H(g™ (b)) — H(g™(a))

h(uw)

1.6 Integration rationaler Funktionen
1. Uberpriifung, ob f(x) echt gebrochen ist. Falls nicht: Polynomdivision
2. Partialbruchzerlegung durch (reelle und komplexe) Nullstellen und Koefizientenvergleich
3. Anwendung von Integrationsformeln

o [ Ghde =~ Goayer te AacRubel.

- arctan (2;”) falls 22 + px + ¢ keine reellen Nullstellen besitzt

_ 2
° f 2+pz+q \/4q—p2 q—p?

1.7 Elementar integrierbare Funktionen
e 1(z) rationale Funktion = r(e®) ist elementar integrierbar
— Substitution: z = g(x) = €%, dz =e"dr < dx = %
e r(u,v) rationale Funktion = verkettete Funktion r(sinz, cosz) ist elementar integrierbar

. . . _ _ 2
— Substitution: z = g(z) = tan(3) & z = 2arctanz, dr = ;75dz
2z

— sinz = 547,

_ 11—z
COST = 2241

1.8 Uneigentliche Integrale
. fo z)dx —11m€_>o+f flx
. fl x)dr = lim, o0 fl x)dz

konvergiert
[ ] . .
divergiert

} < der Grenzwert { existiert }

existiert nicht

1.8.1 Konvergenzkriterien fiir uneigentliche Integrale

e Das Majorantenkriterium
[f(2)] < g(2),2 € [a, b]

das uneigentliche Integral fj g(x)dz sei konvergent = f; f(z)dx konvergiert

e Das Minorantenkriterium
f(@) 2 g(x) =20,z € [a,b]
das uneigentliche Integral fab g(x)dx sei divergent = fab f(z)dz divergiert

J.H. Fachschaft Bauingenieurwesen Seite 4
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1 INTEGRALRECHNUNG

1.9 Numerische Integration
o f f(z)dz =~ (b— a) f(“E2) Mittelpunktsregel
° f: f(z)dz ~ bT(f( )+ f(b)) Trapez-Regel

o [} F(@)de ~ 252 (f(a) + 4F(%5L) + F(b)) Simpson-Regel

e besser: summierte Regeln auf Teilintervallen

e Genauigkeitsgrad MR, TR: 1, SR: 3

1.10 Anwendungsbereiche der Integralrechnung

1.10.1 Die Leibniz’sche Sektorformel

Gegeben: Kurve in Polarkoordinaten K : r = f(¢), ¢ € [, (], 8 —a < 27, { integrierbar und nichtnegativ iiber

[, ]

e Flacheninhalt des eigeschlossenen Sektors s = % / f 2 (p)de
1.10.2 Schwerpunkt eingeschlossener Flichen
o« F= [/ (9(x) = fla))dx
o x.= 3 [} 2lg(x) ~ f(a))dx
© us = g5 J, (4%(2) — f2(x))do
1.10.3 Bogenlinge einer Kurve
o L=["\/T+ (f'(x)2dx
1.10.4 Volumen von Rotationskdrpern nichtnegativer Funktionen

o V=mnm f f?(x)dx bei Rotation um die x-Achse

— V =2mygF mit ys =y-Koordinate des Schwerpunkts

e V=r ’ f(b 1z ))de’ =7 ‘f: x2f’(x)dx‘ bei Rotation um die z-Achse

1.10.5 Mantelfliche von Rotationskérpern nichtnegativer Funktionen

oM—27rff )1+ (f'(x))2de

J.H. Fachschaft Bauingenieurwesen
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2 Funktionen mehrerer Veranderlicher

2.1 Grundbegriffe
I
e Reelle Funktion von : z = f(#) mit © = | | | ¥ € Dy
Ty

e natiirlicher Definitionsbereich: Dy = R"
o Wertebereich: Wy = {z = f(Z)|Z € Dy}

2.1.1 Eindimensionale Schnittkurve

y-z-Ebene (z = ¢)

e Schneiden der Fliache z = f(z,y) mit Ebene parallel zur { x-2-Ebene (y = ¢)

: K:g(y) = f(c,y), €D
Schnittkurve { K :h(z) = f(z,¢), x € Dgh }

} liefert eindimensionale

e Formeln von Schnittkurven
— Kreis mit Radius r und M(d,e): (z — d)? + (y — €)% = r?
— Ellipse mit Achsenschnittpunkten (£a,0), (0,4b): (£)* + (%)2 =1
— Hyperbel mit x-Achsenabschnitt +a und Asymptoten y = £2z: (
— Hyperbel mit y-Achsenabschnitt +b und Asymptoten y = +2 o (

2.1.2 Hohenlinien

e Hohenlinie zur Hohe c: Menge aller Punkte (z,y) € Dy mit f(z,y) =¢, c€R

2.1.3 Abstand zweier Punkte im R"
¢ dZ N =77 =G -7 (71

— nichtnegativ

— erfiillt die Dreiecksungleichung: d(Z, Z) < d(Z,¥) + d(7, 2)

Y
— verschiebungsinvariant: d(Z + Z,§ + 2) = d(Z, 3)

2.1.4 Umrechnung kartesische Koordinaten < Zylinderkoordinaten (P = (r, p,w))

r=r-cosg r= V&I

e y=r-sing <& ¢ cosp=7 sinp=12(pel0,2r), r>0)

o
zZ=Ww z=Ww

2.1.5 Umrechnung kartesische Koordinaten < Kugelkoordinaten (P = (1,6, ¢))

x=r-8nb-cosy r= /12 +y? + 22

e y=r-sinf -sinp » & COS‘P:\/%TZ!Z, sinp = I§+y2 (¢ €[0,2m))
z=r-cost cost) = = (0 < [0,7], r>0)

J.H. Fachschaft Bauingenieurwesen Seite 6
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2.2 Stetigkeit
2.2.1 Folgen im R"
¢ Eine (Punkt-)Folge {Py}72, oder {Z}7°, im R™ ist eine Menge von unendlich vielen Punkten &) € R”
e Konvergenz gegen &* : limg_, 00 T = T* < limg o0 || T — || =0
e Punktfolgen nur konvergent, wenn die Zahlenfolgen aller Komponenten konvergieren
e Beschréinktheit: alle Punkte lassen sich von einer Kugel umschliefien

— Jede konvergente Folge ist beschréankt.

— Jede beschriankte Folge besitzt (mindestens) eine konvergente Teilfolge.

2.2.2 Grenzwerte von Funktionen mehrerer Verinderlicher

o Grenzwert ¢ = limgz_,z f(&) der Funktion f an der Stelle ¥y < Jede Folge aus Dy mit & — &, konvergiert
gegen ¢

e Untersuchung in Polarkoordinaten: lim,_,q, wber. f(7 cos @, 7 sing)

e Mehrere unterschiedliche Hohen in einem Punkt < Grenzwert existiert nicht

2.2.3 Stetigkeit von Funktionen mehrerer Verinderlicher
o limz ,z f(Z) = f(Zy) < fist stetig in Ty
e Grundfunktionen stetig auf ihrem natiirlichen Definitionsbereich

e Kompositionen und Verkettungen stetiger Funktionen sind stetig

2.2.4 Eigenschaften stetiger Funktionen

e fstetig, Dy C R? beschréinkt und abgeschlossen < f besitzt absolutes Minimum m und Maximum M
e ZWS: f(21) = m < M = f(23), #1 und 23 durch stetige Kurve K : @ = g(t), t1 < t < t3 verbunden
& [m, M] C Wy (f nimmt jeden Wert zwischen m und M an)
2.3 Differenzialrechnung

o z = f(&), & € Dy C R" ist differenzierbar an der Stelle ©* < es gibt eine tangentiale Hyperebene
z=H(Z) = f(T*) + 2], aja; — z})

T o (651
— im R%: H : vyl =1 v Jay ] =0
z 20 -1

- Q1 = fa;(ﬂﬁo,yo), Qg = fy(anyO)

e (totales) Differenzial von f(Z) im Punkt Z*: [(Z) = Z?Zl ;T

2.3.1 Partielle Ableitungen
e Jede in Z* (total) differenzierbare Funktion ist in &* beziiglich jeder Variablen partiell differenzierbar

of(x .
o fulzo,y0) = 2LE00) = Jimy,

J(zo+h,yo)=f(%0,y0) f ( f(z0,90+h)—f(x0,Y0)
h » Jy h

xo,y0) = limy, o
e Partielles Ableiten durch Annahme aller Variablen, nach denen nicht abgeleitet wird, als konstant

e Differenziationsregel wie bei Funktionen einer Verdnderichen

L4 fly(may) = fyz(557y)

J.H. Fachschaft Bauingenieurwesen Seite 7
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2.3.2 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen
e fin &* differenzierbar = f in Z* stetig
o fin #* differenzierbar = f ist beziiglich jeder Variablen partiell differenzierbar
o fu,(¥) existieren in Umgebung U (Z*) und sind stetig in & = f ist differenzierbar

e alle partiellen Ableitungen erster Ordnung stetig = f stetig differenzierbar

2.3.3 Der Gradient
e Gradient von f an der Stelle @*: grad f(*) = (fo, (Z%) fu, (&%) ... fu, (&%) (Zeilenvektor)
e totales Differenzial: df (#*) - & = grad f(Z*) - &

e Gleichung der Tangentialebene: z = f(zo,y0) + grad f(zo, yo) - (z B ‘;0>
— %

faﬁ (IQ, yo)
— Normalenvektor: @ = | f,(zo, o)
-1

2.3.4 Die Kettenregel

o oo F(Z") = gradf(§(z)) o 52- (")

Oxy

(partielle Ableitungen der Funktion z = f(@#) = f(§(Z)) an der Stelle &)

2.3.5 Die Jacobi-Matrix

o — 9 — 0 —
i (s g (@) (@) . gk
AN | L@ .. L
T (7)) = Ofi (= _ . _ oz Oz Oxy
c @)= (@)= =™ e
grad f,, (%) O s OFe PV
@ @ ... @

2.4 Anwendungen der Differenzialrechnung

2.4.1 Die Richtungsableitung einer Funktion von zwei Verinderlichen

e Richtungsableitung von f im Punkt P = (20, o) in Richtung h = (Zl) mit ||k = 1:
2

%(3307 yo) = limy_,o f(ro+th1,yo+tth2)*f(ro’yo)

e Berechnung: Falls f differenzierbar: %(mo, yo) = grad f(zo,yo) - I

e Richtung des steilsten Anstiegs ist Richtung des Gradienten

e Der Gradient an der Stelle (g, y0) steht senkrecht auf der Hohenlinie im Punkt (zo, yo).

e Der Gradient an der Stelle (g, yo, 20) steht senkrecht auf der Flache im Punkt (xo, yo, 20)

2.4.2 Der Satz iiber implizite Funktionen
e Gegeben: Funktion F(z,y), (z,y) € Dy C R? Punkt (z9,y0) € Dy. Es gelte:
— F(w0,90) =0

— F ist in einer Umgebung von (z, yo) stetig differenzierbar
— Fy(zo,y0) #0

e Dann: Es gibt ein Intervall (a,b) mit a < £y < b und genau eine differenzierbare Funktion
y = f(x), = € (a,b), sodass gilt:

— f(@o) =wo
— F(z, f(z)) =0 fur alle z € (a,b)
- 1(a0) = ey

J.H. Fachschaft Bauingenieurwesen Seite 8
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2.4.3 Der Satz von Taylor
o T(x,y) = f(x0,%0) + fo(wo,y0)(x — w0) + fy(zo,y0)(y — o)
o To(z,y) = To(2,y) + 51 (fea (o, o) (x — 20)? + 2fzy (0, y0) (x — 20) (¥ — yo) + Fyy(T0, y0) (¥ — y0)?)

2.4.4 Das Newton-Verfahren im R"
o T = k) — (Jp(zR)))~L. f(f(k)) konvergiert lokal gegen &*, wenn f in einer Umgebung von #* zwei
mal stetig differenzierbar ist und in * eine Nullstelle hat.
2.4.5 Extrema
e Notwendige Bedingung: Stationdre Punkte: gradf(Zy) = 0
e Hinreichende Bedgingung: D := f,.(0,%0) - fyy(Z0,%0) — fgy (z0,y0) > 0 = relatives Extremum in %y
— faz(Zo,90) < 0 < Maximum
— fra(x0,90) > 0 < Minimum

e D<0: kein Extremum

e D=0: genauere Untersuchung erforderlich

2.4.6 Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen

e Auflssen der NB: Uberfithrung in eine eindimensionale Extremwertaufgabe durch Auflssen der NB nach
x oder y und Einsetzen in die Funktion

e Verwendung einer Parameterdarstellung der NB: Einsetzen der Parameterdarstellung in die Funktion fithrt
zu eindimensionaler Extremwertaufgabe

e Verfahren von Lagrange: Besitzt f(x,y) unter der NB g(xz,y) = 0 ein Extremum im Punkt (zg, yo), so 16st
(z0,yo) das Gleichungssystem

2. fylz,y) + A gy(z,y) =0
3. g(xz,y) =0

2.5 Kurvenintegrale erster Art

e [ir J-Kurve K : (§ i inD , a <t<b,und f auf K stiickweise stetig:

Jic Fay)ds =[] F(p(t). 0()/ 2 (8) + 92(0)d
e [ = Massendichte, fK f(z,y)ds = Masse

e Bogenlinge: L = [, 1ds = fj 14/ @2(t) + ¢2(t)dt

2.6 Flachenintegrale
2.6.1 Integration iiber Rechteckbereiche

e Zwischen z = f(z) und R = [a,b] X [c, d] eingeschlossenes Volumen:

V= [fp fay)die,y) = [, (o f@ydy) de = i (i, fe,y)dz) dy

2.6.2 Integration tiber Normalbereiche
e Normalbereich beziiglich x: N := {(x,y) € R? |a <2 < b, g1(z) <y < go()}
e Normalbereich beziiglich y: N := {(z,y) € R? | c <y < d, hi(z) < z < ha()}

e Zwischen z = f(x) und N eingeschlossenes Volumen: [ [ f(z,y)d(z,y) = f,j:a <f92(m) f(;v,y)dy) dx

y=g1(x)

J.H. Fachschaft Bauingenieurwesen Seite 9
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2.6.3 Flicheninhalt und Schwerpunkt von Normalbereichen

e Flicheninhalt: Fy = [ 1d(z,y)
e x-Koordinate des Schwerpunkts: vg = ﬁ [y zd(z,y)

e y-Koordinate des Schwerpunkts: yg = ﬁ [ vd(z,y)

2.6.4 Die Substitutionsregel im R?

o [ F(:y) = JIn I ) - |det Ty (u, v)|d(u, v)

flir eine auf einer kompakten Menge injektive, stetig differenzierbare Funktion 1/7 = <$1EZ’3) mit
2\,

detJy(u,v) = det ( [;ﬁ 15)2 ) # 0 und auf M = {(¢1(u,v), 2(u,v))|(u,v) € N} stetige Funktion z=f(x,y).

ar cos

— detJy(r, @) = r flir Polarkoordinaten, detJy(r, ¢) = abr fiir O(r, o) = (br sin

) (Ellipse)

2.6.5 Fléichenintegrale 1. Art

o [ f(@)do = [[, f( b(u, v)||thy X 1by||d(u, v): Flichenintegral 1. Art
fiir beschranktes Geblet D € R?, auf D beschriinkte, stetig differenzierbare, injektive Funktion
. ¢1 (U, U) . . .
¥ = | ¥2(u,v) | mit ¢, X 1, # 0 und fir f auf S = {(u,v)|(u,v) € D} stetig und beschrankt.

77[13(’11,, U)
— Flécheninhalt: Fg = [, 1do = [[,1- llhu X | d(u, v)

2.7 Mehrdimensionale Bereichsintegrale
2.7.1 Normalbereiche beziiglich der (x,y)-Ebene

o A:={(z,y,2) € R3|(z,y) € D,g1(z,y) < z < g2(x,y)} Normalbereich
fiir beschriinkte Menge D C R2, deren Rand eine stetige, stiickweise glatte geschlossene Jordan-Kurve ist,
und auf D stetige Funktionen z = g1 (z), z = g2(x) mit g1 < go

2.7.2 Berechnung von Integralen iiber Normalbereiche beziiglich der (x,y)-Ebene

o [ffy Fay2)d(wy,2) = [[o([200 | fay,2)dz)d(,y)

J.H. Fachschaft Bauingenieurwesen Seite 10
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